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rend meines Forschungsaufenthalts am IMPA. Insbesondere die Diskussio-
nen

uber relativ unverzweigte T













ort zu den grundlegenden Fragestellungen der klassi-











, indem er eine Analogie f

ur
die Riemannsche Vermutung formulierte. Der Beweis dieser Vermutung (in
der allgemeinen Form) gelang A. Weil (vgl. [17]).
Die L

osungen einer irreduziblen Gleichung f(x; y) = 0 entsprechen in der
Sprache algebraischer Funktionenk

orper im wesentlichen den F
q
-rationalen
Stellen des durch die Gleichung denierten K

orpers F . Nun kann Weils
Resultat in der Form
N(F )  q + 1 + 2g(F )
p
q
formuliert werden, wobei N(F ) die Anzahl F
q
-rationaler Stellen von F be-
zeichnet und g(F ) das Geschlecht von F angibt. Gleichheit kann dabei
nur auftreten, wenn q ein Quadrat ist und das Geschlecht von F relativ









q   1)=2 gilt (vgl. [11]).


















mit g(F ) = gg
und
























kann man als konstruktives Gegenst

uck zu der




) > 1 f

ur
















algebraische Objekt (vgl. Denition 1.1.1).
Zu einem erheblichen Interesse in der Forschung f

uhrte die Beobach-










-rationalen Stellen verwendet werden k

onnen, um algebraisch-
geometrische Codes oberhalb der Gilbert-Varshamov-Schranke zu konstru-






unendliche Folge algebraischer Funktionenk

orper, die durch Relationen ex-
plizit gegeben sind, wie es bei rekursiv denierten T

urmen der Fall ist. Die
ersten Beispiele rekursiv denierter asymptotisch optimaler T

urme wurden
von A. Garcia und H. Stichtenoth gefunden (vgl. [7]).
In Kapitel 1 werden wir die f

ur die Arbeit grundlegenden Konzepte be-
reitstellen. Wir beschr

anken uns dabei auf die Untersuchung rekursiv de-
nierter T
























; y) entsteht (dabei sind
die KoeÆzienten von f(x; y) unabh

angig von k, vgl. Denition 1.2.1).
Ist eine irreduzible Gleichung f(x; y) = 0 gegeben, so ist zun

achst nicht
klar, ob sie rekursiv einen Turm deniert. In Kapitel 2 werden wir hin-
reichende Kriterien diskutieren, die sicherstellen, da eine Gleichung rekur-
siv einen Turm deniert. Diese Kriterien wurden verwendet, um compu-
tergest

utzt neue asymptotisch gute T

urme zu nden. Die neu gefundenen
T

urme werden ebenfalls in Kapitel 2 diskutiert.
Sind f



















ur k  0 (unabh

angig von k) beschr

ankt werden kann und minde-
stens eine F
q












 0). Diese beiden Eigenschaften werden in Kapitel 3 genauer beleuchtet
mit dem Ziel, den exakten Grenzwert f

ur eine Klasse von T

urmen anzugeben








+ c mit a; b; c 2 F

q
denieren bekanntermaen in einigen F

allen asymptotisch gute T

urme.
Durch eine solche Gleichung denierte T

urme sind Gegenstand des 4. Ka-
pitels. Dabei werden wir den exakten Grenzwert einer Klasse von Fermat
T

urmen bestimmen sowie notwendige Bedingungen an den Grad der Fer-
mat Gleichung im Fall total verzweigter Fermat T

urme formulieren, um
einen endlichen Verzweigungsort zu erhalten.
In Kapitel 5 werden wir eine Klasse neuer asymptotisch guter T

urme
diskutieren. Diese haben die besondere Eigenschaft, da sie nach endlich
vielen Schritten unverzweigt sind. D.h. es existiert ein k
0
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
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oter gemeinsamer Teiler von a und b























Menge der Stellen von F=K
































g(F ) Geschlecht von F
N(F ) Anzahl K-rationaler Stellen von F
F ;T ; : : : Turm, 1.1.1
F < F Funktionenk

orper F mit K  F  T und F=F separabel
Asymptotisch guter (optimaler) Turm, 1.1.5
Zahmer Turm, 1.1.7
Komplett zerfallender Turm, 1.1.10
Relativ unverzweigter (unendlich verzweigter) Turm, 1.1.15




Gerader (schiefer) Turm, 1.2.5
Total verzweigter Turm, 3.1.3
























-Verzweigungsort von T , 1.1.8
E  F Turm E , der Teilk












Im ersten Abschnitt werden f
















orper F=K ist ein Er-
weiterungsk

orper F  K, so da F eine endliche algebraische Erweiterung




uber K transzendentes Element x 2 F .
Denition 1.1.1 Ein Turm

uber K ist ein Erweiterungsk

orper T  K mit
den folgenden Eigenschaften:
1. Der Transzendenzgrad von T =K ist gleich eins.
2. K ist algebraisch abgeschlossen in T .
3. Der K

orper T ist nicht endlich erzeugt

uber K.
4. Es existiert ein Funktionenk

orper F  T

uber K mit Geschlecht
g(F ) > 1 und T =F separabel.
Im folgenden bezeichne F < T stets Funktionenk

orper F mit K  F 
T und T =F separabel. Jeder Turm T






orper F < T . Dann existiert eine





















ist eine Darstellung von T .
Bemerkung 1.1.2 Aufgrund der Bedingungen 3. und 4. in Denition
1.1.1 folgt aus der Hurwitzschen Geschlechtsformel f






























ur alle i  0) ist sowohl aus zahlentheo-
retischer Sicht als auch aus codierungstheoretischer Sicht das asymptotische
Verh

altnis zwischen der Anzahl F
q















Alle im Abschnitt 1.1 diskutierten Begrisbildungen sind wohldeniert;










heie die reelle Zahl












eine beliebige Darstellung von T ,
N(F
i
) ist gleich der Anzahl der F
q
-rationalen Stellen, und g(F
i
) bezeichnet










0  (T ) 
p
q   1:
Beweis: Die untere Absch

atzung ist trivial. Die obere Absch

atzung ist ge-
rade die Drinfeld-Vladut-Schranke. 
Diese Einsicht motiviert die folgende Denition.




heit asymptotisch gut (resp. asymp-
totisch schlecht, resp. asymptotisch optimal), falls (T ) > 0 (resp. (T ) =
0, resp. (T ) =
p
q   1) gilt.
Die anschlieenden Begrisbildungen erlauben es, die Frage nach dem
Grenzwert eines Turms in zwei voneinander unabh

angige Teilfragen zu zer-
legen.












































-Geschlecht von T .
2
Dabei bezeichnen wieder N(F
i





) das Geschlecht von F
i
.
Es ist 0  
F
0
(T ) <1 und 0 < 
F
0

















(T ) > 0 und 
F
0
(T ) <1 gilt.
Die Untersuchung des F
0













alt. Dazu denieren wir:




. Der Turm T heit zahm, falls
ein algebraischer Funktionenk






orper E < T mit F  E. Wir sagen in diesem Fall,
da T =F zahm ist.






aug durch die Anzahl der
verzweigenden Stellen von F in einer beliebigen Erweiterung E mit F 
E < T nach oben absch

atzen.




und F < T . Wir denieren den
F -Verzweigungsort von T als die Menge
V
F
(T ) = fP 2 P
F
j Es gibt einen Funktionenk

orper E mit F  E < T ,
so da P in E=F verzweigtg
(wobei P
F
die Menge der Stellen von F bezeichnet).
Ist E < T ein weiterer algebraischer Funktionenk

orper in T , so ist
V
F
(T ) <1, V
E
(T ) <1:
Wir sagen in diesem Fall auch: T ist von endlichem Verzweigungstyp.
Aus der Hurwitzschen Geschlechtsformel folgt:





und F < T , so ist 
F
(T ) <1. Genauer gilt: Ist T =F zahm, dann ist

F











Denition 1.1.10 Es sei T =F
q
ein Turm und F < T . Wir sagen, da eine
F
q
-rationale Stelle P 2 P
F
in T =F komplett zerf

allt, falls die Stelle P in
allen Funktionenk

orpern E mit F  E < T komplett zerf

allt. Der Turm
T heit komplett zerfallend, falls ein Funktionenk

orper F < T existiert, so
da mindestens eine F
q




















(T )  t;
wobei t gleich der Anzahl

uber F komplett zerfallender Stellen ist.
Damit erhalten wir:










degP < 1, und t > 0 sei die Anzahl

uber F komplett
zerfallender Stellen. Dann ist
(T ) 
2t
2g(F ) + s  2
:
Insbesondere ist T asymptotisch gut.




orper F < T , so k

onnen
wir notwendige Bedingungen daf

ur angeben, da T asymptotisch gut ist.















Bemerkung 1.1.14 Falls T =F galoissch und abelsch ist, so ist T asymp-
totisch schlecht (vgl. [6]).
Es ist nicht bekannt, ob die Bedingungen aus Theorem 1.1.12 auch in
anderen F

allen notwendige Bedingungen darstellen, um asymptotisch gute
T

urme zu erhalten. F

ur rekursiv denierte zahme T

urme werden wir diese
Frage sp

ater noch einmal aufgreifen (vgl. Kapitel 3).




. Dann heie T relativ unver-
zweigt, falls ein F < T existiert, so da E=F unverzweigt ist f

ur alle E < T
mit F  E. Wir sagen in diesem Fall auch, da T unverzweigt ist

uber F .
Falls T nicht relativ unverzweigt ist, so heie T unendlich verzweigt.




at sich in mancher Hin-
sicht leichter bestimmen als der Grenzwert unendlich verzweigter T

urme.
Wir diskutieren diesen Fall ausf

uhrlicher in Kapitel 5.
4
1.2 Rekursiv denierte T

urme und Pyramiden
Im folgenden sei K ein K

orper und f(x; y) sei ein absolut irreduzibles, in
beiden Variablen separables Polynom

uber K mit deg
x
f(x; y) > 1 und
deg
y
f(x; y) > 1. Die meisten explizit bekannten asymptotisch guten T

urme






Denition 1.2.1 1. Ein Turm T

uber K heit rekursiv deniert durch
die Gleichung












) = 0 f

ur alle i  0
und die Polynome f(x
i

















uber K heit rekursiv deniert durch die Gleichung
















) = 0 f

ur alle 0  i  k   1
und die Polynome f(x
i











ur alle i mit 0  i  k   1.







; : : : ; x
i




eine Darstellung von T . Falls
nicht ausdr

ucklich anders angegeben, w

ahlen wir diese Darstellung stets als
kanonische Darstellung zu dem durch die Gleichung f(x; y) = 0 rekursiv
denierten Turm.
Es sei T ein rekursiv durch die Gleichung f(x; y) = 0 denierter Turm

uber K. Dann erhalten wir eine Pyramide von Teilerweiterungen (vgl.






; : : : ; x
j









; : : : paarweise isomorph. Diese Struktur der Teilk

orper-
pyramide werden wir h












) explizit durch ei-












































































































































ur alle k  0 das Polynom f(x
k



























































ur alle k  0. Da sich auch die Be-
dingungen (1),(2),(4) aus Denition 1.1.1 vom Turm T

ubertragen, erhalten





































der (unter f(x; y)) zu T duale Turm.
6


















(T ) = (S):
Nur wenige Polynome f(x; y) scheinen asymptotisch gute T

urme zu de-
nieren. Ein notwendiges Kriterium, um einen asymptotisch guten rekursiven
Turm zu erhalten, k

onnen wir wie folgt angeben:
Theorem 1.2.4 Es sei T ein rekursiv durch die Gleichung f(x; y) = 0
denierter Turm. Dann gilt notwendig
deg
x
f(x; y) = deg
y
f(x; y):
Beweis: Vgl. [9]. 
Dieses Theorem motiviert die folgende Denition.
Denition 1.2.5 Es sei T ein rekursiv durch die Gleichung f(x; y) = 0
denierter Turm. T heit gerade, falls deg
x
f(x; y) = deg
y
f(x; y). Der
Turm heit schief, falls er nicht gerade ist.
Zur Erl

auterung der hier eingef

uhrten Begrie wollen wir einen aus der
Literatur bekannten asymptotisch optimalen Turm im Detail diskutieren.














d.h. (F) = 2.
Beweis: Zun

achst beweisen wir, da Gleichung 1.1 rekursiv einen Turm






vom Index 2 verzweigt ist. Nach der Gradformel (vgl.













ur alle k  0 (da Konstantenk

orpererweiterungen unverzweigt





. Die Gleichung 1.1 hat bei x = 0 eine einfache Nullstelle der rechten Seite.






















ist eine einfache Nullstelle von x
1
. Da die Gleichung (1.1) den K

orper











achstes zeigen wir, da zumindest eine F
9











Q auch eine Polstelle von x
i




































osungen hat. Nach dem Theorem von Kummer (vgl. [15,
III.5.10]) zerf





. Induktiv erhalten wir,







in F komplett zerf

allt.




irgendeine Stelle, die in F verzweigt. Dann existiert ein Index




uber P , so da Q in F
n+1
verzweigt. Aus der










(beachte dazu, da jede Polstelle von x
n
unverzweigt ist).





























  bezeichnet. Wir k

onnen nun den Grenzwert absch

atzen:
2  (F)  2;
wobei die erste Ungleichung aus Theorem 1.1.12 folgt und die zweite Un-
gleichung gerade die Drinfeld-Vladut-Schranke ist. 
Die denierende Gleichung einer Darstellung eines Turms ist nicht ein-
deutig bestimmt. Durch eineindeutige Variablentransformationen kann man
unterschiedliche Gleichungen f

ur die gleiche Darstellung angeben. Insbeson-
dere ist die Frage, ob zwei Gleichungen denselben Turm denieren, durchaus
nicht-trivial (vgl. dazu Kapitel 2.2 sowie die Diskussion in [10, rem. 5.9,
5.10] und [13]).











wie die Gleichung aus Beispiel 1.2.6.
Beweis: Die Funktionen x
i

































































) erzeugen, folgt die Behauptung. 
F










orper K erweist sich die folgende Diskussion der




Es sei F=K ein durch eine Gleichung f(x; y) = 0 rekursiv denierter




. Weiter sei  2 PGL(2;K) eine gebrochen
rationale lineare Transformation, so da
f((x); (y)) = f(x; y) f

ur ein  2 K

: (1.2)









































. Es ist F=E
galoissch mit [F : E ] = ord(). In Analogie zu [13] nennen wir diesen Turm
den Quotienten von F (unter ).

Ahnliches gilt, falls eine gebrochen rationale lineare Transformation  2
PGL(2;K) existiert, so da
f((x); y) = f(x; y) f

ur ein  2 K

: (1.3)





















ur 1  j  k. Wir erhalten






; : : :), wobei y
0
erzeugendes Element von E
0
ist. Es ist wieder F=E galoissch mit [F : E ] = ord(). In diesem Fall gilt
f

ur den Quotienten und die isomorphen T















; : : :), da
~
F  E  F . Insbesondere ist also (E) = (F).
Unter den folgenden Voraussetzungen k

onnen wir den Quotienten E ,
deniert durch  wie in 1.2 oder in 1.3, explizit als rekursiv denierten















Falls die Gleichung F (X;Y ) = 0 rekursiv einen Turm S deniert, so gilt
S = E . Der Quotient von F unter  ist in diesem Fall also rekursiv durch















ur alle k  0



















ur alle k  1

















]. Da weiter F (X;Y ) rekursiv einen
Turm deniert, ist F (y
k
; Y ) absolut irreduzibel
















; : : : ; y
k
),






; : : : ; y
k
) und damit E = S.
Falls E ein Teilturm von F ist, schreiben wir auch E  F .
Beispiel 1.2.8 Als Beispiel betrachten wir den in [10] diskutierten asymp-
totisch optimalen Turm M=F
q













ur i  0; (1.4)
rekursiv deniert ist. Die rechte Seite von Gleichung 1.4 ist x unter der




















































Dieselbe Involution wie oben kann nun auf Gleichung 1.6 angewandt werden,
was zu dem (optimalen) Unterturm L f




















In diesem Kapitel wollen wir hinreichende Bedingungen diskutieren, da-




Es sei in diesem Kapitel stets f(x; y) 2 F
q
[x; y] ein in x und in y separa-
bles, absolut irreduzibles Polynom mit deg
x
f(x; y) > 1 und deg
y
f(x; y) > 1.
Um zu pr

ufen, ob das Polynom f(x; y) rekursiv einen nicht endlich erzeug-
ten K

orper T deniert, in dem F
q
algebraisch abgeschlossen ist, betrachten


























Wenn die obige Konstruktion in einem Schritt abbricht, deniert das







nicht endlich erzeugt, und F
q





orper T den Bedingungen 1:; 2: und 3: aus Deni-
tion 1.1.1.
Da wir uns nur f

ur asymptotisch gute T

urme T interessieren, k

onnen





F < T mit g(F ) > 1) wie folgt nachweisen: Falls die oben beschriebene Re-
kursion nicht abbricht, so erhalten wir h

ochstens dann einen asymptotisch



















ur wachsendes k ansteigen mu. Nach der Hasse-Weil-Schranke





wachsen. Entsprechend werden wir im folgenden stets von einem nicht end-
lich erzeugten K

orper T sprechen, wenn die obige Rekursion nicht abbricht.
Falls wir sicherstellen k

onnen, da ein K

orper F < T existiert mit g(F ) > 1,
so ist T ein Turm.
11
Man sieht leicht, da die obige, rekursive Konstruktion genau dann ab-
bricht, wenn sie










onnen also die Konstruktion stets







2.1 Unendlich verzweigte T

urme
Im allgemeinen kann man von der Irreduzibilit







nicht darauf schlieen, da f(x; y) rekursiv einen Turm deniert. So
konnte bislang f

ur eine Familie von Fermat-Gleichungen nur unter der An-
nahme, da sie rekursiv einen Turm denieren, gezeigt werden, da dieser
dann asymptotisch gut ist (vgl. [10, ch. 3], dazu Kap. 4, Theorem 4.1.1).





+ c mit a; c 2 F

q
und (m; q) = 1 (2.1)
deniert rekursiv keinen Turm F .
















] > 1 f

















+ (1 + a+ a
2







] = 1 f

ur k = charF
q
, falls a = 1, bzw. k = ord(a) sonst. 
Wie in Abschnitt 2.2 ausgef

uhrt wird, wurde computergest

utzt nach Po-
lynomen f(x; y) mit deg
x
f(x; y) = deg
y










ur einige Gleichungen ist es nicht gelungen nachzuweisen, da sie
rekursiv nicht endlich erzeugte K

orper denieren. Unter der Annahme je-
doch, da sie nicht endlich erzeugte K

orper denieren, denieren sie sogar
asymptotisch gute T

urme. Im folgenden sind einige Beispiele aufgef

uhrt, von





ur eine genauere Beschreibung der computergest

utzten Suche verweisen
wir auf Abschnitt 2.2.
Beispiel 2.1.2 Als ein Beispiel betrachten wir das Polynom








. Die Gleichung f(x; y) = 0 deniert rekursiv keinen Turm T .
12










verzweigt ist in F
1
,








. Wir nehmen an, da
die Gleichung f(x; y) = 0 rekursiv eine Turm T deniert. Es sei (x) := 2=x.
Dann ist





















= f(x; y) = 0:
Gem

a der Diskussion am Ende von Abschnitt 1.2 induziert  einen Au-




























































































Also deniert, im Widerspruch zu der Annahme, f(x; y) keinen unendlich
erzeugten K








ur die folgenden Polynome argumentie-













































































achstes wollen wir ein allgemeines Kriterium f

ur das denierende
Polynom f(x; y) angeben, welches sicherstellt, da es






absolut irreduzibel ist. Wir ben

otigen dazu
das folgende Lemma, welches im Zusammenhang mit rekursiv denierten
T

urmen weite Anwendung ndet.



























. Weiter sei P eine Stelle von











































; : : : ; Q
n
die Stellen von F
1

uber P . Wir w










(t) < 0 f
























. Da die Galoisgruppe von
~
F=F transitiv auf den Stellen

uber P















Es sei f das Minimalpolynom von t
















transitiv auf den Nullstellen von f . Da t und t

Nullstellen von f sind,



















nach der Wahl von
~


















































. Nach dem ersten Teil des Beweises











ist und in rein inseparable Erweiterungen alle Stellen nur total verzweigte
Erweiterungen besitzen, folgt nun das Lemma auch im inseparablen Fall. 






; : : : ; x
n
) ein rekursiv durch die Glei-



















ur 0  i  j  n. F

ur


























Beweis: Da das Polynom f(x
k








































einen algebraischen Abschlu von F
q





sei ein algebraischer Funktionenk

orper mit denierender Gleichung
f(x; y) = 0: (2.3)
F







[ f1g schreiben wir   , falls eine Stelle Q
































mit y(Q) =  hat mindestens eine
























ur alle i  0. Dann gilt f



























ist. Insbesondere ist der
K











Stelle existiert, die in F
k+1




] verzweigt ist. Die




















total verzweigt. Sei nun die Behauptung richtig f

ur 0  i < k.
Gem






























ur 0  i < k. Nach In-
duktionsvoraussetzung sind die Polynome f(x
i
; Y ) f

ur 0  i < k absolut
irreduzibel. Durch wiederholte Anwendung von Korollar 2.1.4 erhalten wir




uber allen Stellen Q
i









) den Verzweigungsindex r mit gcd(r;m) = 1 hat














) total verzweigt, verzweigt die Stelle
Q nach Abhyankars Lemma in F
k+1
vom Index m. 
Wir betrachten den K

orper F := F
q
(x; y) mit f(x; y) = 0. Das Mini-
malpolynomm
y
(Y ) von y, dem erzeugenden Element von F=F
q
(x), erhalten
wir, indem wir das Polynom








durch den LeitkoeÆzienten f
m
(x) teilen. Ist andererseits m
y
(Y ) 2 F
q
(x)[Y ]
das Minimalpolynom eines erzeugenden Elements von F=F
q
(x), so erhalten
wir eine denierende Gleichung in F
q
[x; y], indem wir m
y
(Y ) mit einem
geeigneten Polynom in x multiplizieren und Y durch y ersetzen. Man sieht
daher, da wir rekursiv denierte T

urme mit Hilfe des Minimalpolynoms
eines F=F
q







(Y ) 2 F
q
(x)[Y ] ganz ist

uber einer der Stellen P











, wie in Lemma 2.1.5 verlangt, sicherstellen.
Wir denieren das zu m
y














wobei m der Grad von m
y
(Y ) ist und a
0











die Stelle mit x(P

) = .




















































Beweis: Nach dem Theorem von Kummer gilt f






. Damit folgt die Behauptung aus 2.1.5. 
2.2 Beispiele unendlich erzeugter K

orper
Viele Kummersche Gleichungen denieren rekursiv unendlich erzeugte K

or-




ist, wobei g(x) 2 F
q




ur alle djm; d > 1;



















(x)) = 1 vereinbaren wir, wie

ublich,





Lemma 2.2.1 Es sei
m
y































(x) = r > 0 mit gcd(r;m) = 1.










Beweis: Wir setzen zun

achst 1. voraus. Es sei P
0

































Da gcd(r;m) = 1, folgt f






] = m und da genau eine total verzweigte Stelle P
1





a der denierenden Gleichung ist die Stelle P
1













folgt wieder aus der denierenden Gleichung
m  e(P
1






Seien nun die Induktionsbehauptungen richtig f

ur alle j mit 0  j < k.



















;m) = 1 folgt aus




] = m und da

uber der Stelle P
k
















, 0  j  k+ 1, rekursiv










Gilt nun 2:, so folgt die Behauptung mit derselben Argumentation nach
der Variablentransformation ~x = 1=x und ~y = 1=y. 















sei die Menge der m-ten Wurzeln von  in der Menge der
Null- und Polstellen von g(x) enthalten. Weiter existiere eine Stelle P in
F
q
(y) mit g(y) 2 O

P
, die in F vom Index deg g(x) verzweigt ist.




rekursiv einen nicht endlich er-
zeugten K











orper T nicht endlich erzeugt ist (vgl. Diskussion zu
17









. Dazu seien M und N die durch die Gleichungen 2.4 und 2.5





:= y(P ) 2 P
1
. Nach Voraussetzung ist 
0








(x) eine Kummererweiterung ist, also nur












die Menge der m-ten Wurzeln von  in der Menge der
Null- und Polstellen von g(x) enthalten ist, k










































(Y ) = Y
m









) 6= 1 f































ullt also die Voraussetzung aus Lemma 2.1.5, was
die Behauptung beweist. 







die Menge der m-ten Wurzeln von  enth

alt, also die Vorausset-
zungen von Theorem 2.2.2 verletzt sind, kann die Gleichung trotzdem einen
Turm denieren (vgl. Korollar 2.2.1 und Beispiel 2.3.3).
Die folgenden Ergebnisse sind in Zusammenarbeit mit H. Maharaj ent-
standen. Um Gleichungen zu nden, die rekursiv gute T

urme denieren,












) komplett zerfallenden Stellen sucht. Es wurden dabei sy-
stematisch alle Polynome f(x; y) 2 F
p
[x; y] mit deg
x
f(x; y) = deg
y
f(x; y) =
2 mit p = 3; 5; 7 getestet (nach Theorem 1.2.4 gen

ugt es, Polynome zu be-
trachten, die den selben Grad in x und y haben).
Um die Anzahl der Gleichungen zu reduzieren sowie Gleichungen, die
den selben Turm denieren, miteinander zu identizieren, wurde die folgen-
de Vereinbarung getroen: Es sei  eine gebrochenrationale lineare Trans-
formation. Dann denieren f(x; y) und f((x); (y)) den gleichen Turm T .
Wir denieren die folgende

Aquivalenzrelation  auf der Menge der Polyno-











ur eine gebrochenrationale lineare
Transformation (x) = (ax+b)=(cx+d) und deg
x
f(x; y) = deg
y
f(x; y) = m
18
(vgl. dazu die Diskussion in 1.2). Es ist klar, da  eine

Aquivalenzre-






uglich einer fest gew

ahlten lexikographischen Anord-
nung der untersuchten Polynome.





q = 9; 25; 49 und 7
4
auisten und ein klares Bild ihrer Verbandsstruktur ge-









uber dem der Turm deniert ist.
q = 9 :
Das Polynom




+ 2xy + 2x
2
+ 1 (2.8)


























+ 2 sind im Turm total verzweigt. Es sei w
ein primitives Element von F
9
, das der Gleichung w
2
+ 2w + 2 = 0 gen

ugt.


















a Theorem 1.1.12 k

onnen wir den Grenzwert
durch (T )  2  6=( 2 + 8) = 2 absch

atzen. Nach der Drinfeld-Vladut-







In der gleichen Weise wie in [13] kann gezeigt werden, da T kein Teil-





gleich von T und T
1





nicht unter  konjugiert sind.












[x; y]. Die Absch

atzung des Grenzwerts (T
i
) ist
in der letzten Spalte angegeben (der Grenzwert wurde auer in den F

allen
i = 10; 11 gem






















(x; y) = y
2







(x; y) = y
2








































+ x+ 2)y + x
2









+ (2x+ 1)y + x
2































+ 1)y + x
2














urme L,M und N











































urme sind, sind auch sie optimal. Das
Polynom f
9
ist nicht  konjugiert zu einem der anderen Polynome.
q = 25 :












[x; y]. Die Absch

atzung des Grenzwerts (T
i
) ist
in der letzten Spalte angegeben (der Grenzwert wurde auer in den F

allen
i = 2; 19; 27 gem











































































+ 2)y + 3x
2




















+ x+ 1)y + x
2









+ x+ 2)y + 3x
2

























































+ 4x+ 4)y + 4x
2









+ (x+ 1)y + 2x
2










































(x; y) = y
2







(x; y) = y
2







(x; y) = y
2






















+ x+ 2)y + 2x
2































+ 1)y + x
2
+ 4x+ 4 4
20










asentanten vonM, N and L in
[10]. Alle T





, i = 8; 16; 12; 14; 15; 20; 21; 22
sind optimal.
Jeder der oben angegebenen T





















































ur i = 20; 21






















wurden von Elkies in [13]


























ur i = 1; 3; 4; 5; 6; 7; 9; 10; 11; 13; 17; 18; 23; 24; 25; 26 als eine ganze
Potenz von 2 ausrechnen.















ur i = 1; 3; 4; 5; 6; 7; 9; 10; 11; 13; 17; 18; 23; 24; 25; 26.
Beweis: Wir zeigen, da T
2







i = 1; 3; 4; 5; 6; 7; 9; 10; 11; 13; 17; 18; 23; 24; 25; 26 ist am Beispiel von i = 1








































































































































 zueinander konjugiert sind.
q = 49 :



































































































+ 6)y + 4x
2









+ 1)y + x
2









+ x+ 2)y + 4x
2



































































































+ 3x+ 6)y + x
2

































+ x+ 6)y + 3x
2
















































+ 4)y + 3x
2




















+ 4)y + 6x
2









+ x+ 4)y + 2x
2


















+ x+ 6)y + 2x
2









+ 6)y + 4x
2









+ 4)y + 3x
2











asentanten vonM, L und N in [10].
Weiter k













































































oern, erhalten wir die folgenden
weiteren T








































+ 4x+ 5)y + 5x
2









+ 4)y + 6x
2

















wobei sich der jeweils linke Turm auf den Fall q = 49 bezieht.
2.3 Relativ unverzweigte T

urme
Alle bisherigen Resultate f






angen wesentlich von der Existenz einer total verzweigten Stelle in je-
dem Schritt ab. Oensichtlich sind sie daher f

ur relativ unverzweigte T

urme
nicht anwendbar. Als n

achstes wollen wir ein Kriterium f

ur die Konstrukti-
on von unendlich erzeugten K

orpern diskutieren, das nicht auf der Existenz
total verzweigter Stellen in jedem Schritt beruht - und daher Anwendung
f

ur relativ unverzweigte T

urme ndet.













) = 0 und deg
x
1
f = m: (2.10)
Es existiere eine F
q






mit den folgenden Eigen-
schaften:

























, die Stelle P

0
:= Q nur eine total tr

age Erweiterung
in F besitzt und die Stellen P

i
in F komplett zerfallen f

ur 0 < i  n.






































Insbesondere ist der K











ur k = 0 folgen alle Behauptungen aus den Voraussetzungen.
Sei nun die Behauptung richtig f































) besitzt, die total tr
























) ist. Also ist deg
~





-rational ist, folgt aus der Grad-Formel, da deg
~










(P ) und x
0
(P )  x
0














(P ); : : : verl

angert wer-






ahlen nun die ersten k + 2
Elemente der eventuell verl





] = m f

ur alle
































] = m gilt. 
Bemerkung 2.3.2 1. Die Voraussetzungen von Satz 2.3.1 h

angen we-







orper F deniert ist. Es scheint daher schwer zu beweisen,
da die Reduktionen einer Gleichung in Z[X;Y ] in jeder Charakteristik
rekursiv einen nicht endlich erzeugten K

orper denieren.





angt nur von der Charakteristik des Konstantenk

orpers ab.




ufen, kann man stets

uber dem kleinsten K

orper in der jeweiligen Charakteristik rechnen,

uber dem die rekursive Gleichung deniert ist. Anstelle der komplett
zerfallenden Stellen P bzw. P

i
; 0 < i  n; verlangt man die Existenz
von Stellen P bzw. P

i
; 0 < i  n, die keine verzweigten oder tr

agen





















Beweis:. Wir betrachten den durch Gleichung 2.11 denierten K

orper
F . Es sei  ein primitives Element von F
4











. Eine der Erweiterungen
P
1
jP ist Nullstelle von y
3





+ y + 1. Die Nullstelle von x
3


















uhrlichere Diskussion der Konstruktion relativ unverzweigter
T









In Theorem 1.1.12 haben wir festgehalten, da ein endlicher Verzweigungsort
sowie die Existenz komplett zerfallender Stellen eine hinreichende Bedingung
geben, damit ein zahmer Turm T asymptotisch gut ist. Weiter haben wir






ur rekursiv denierte zahme T

urme wollen wir in diesem Kapitel die
oben benannte Bedingung genauer untersuchen.
3.1 Die F -Zerf














. Falls eine F
q
-rationale Stelle Q 2 P
F
k










(T ) echt gr



























[ f1g bezeichne f






   bzw. den Pol von x
0
.




















ur ein k  0 existiert eine F
q
-rationale




uber P mit x
k
(Q) = g :
Falls f









in T haben, so ist














Beweis: Es sei  2 M . Da die Stelle P

nach Voraussetzung eine tr

age
Erweiterung besitzt, existiert eine kleinste Zahl k

, so da f(QjP

) > 1 f

ur









Uber einer Stelle P













Es sei nun RjP eine F
q




ur ein r  1. Wenn wir
zeigen, da R eine tr

age Erweiterung in F
(r+1)k
besitzt, folgt das Lemma
induktiv:



















). Da die Stelle R

uber P liegt und der
Turm T rekursiv deniert ist, hat Q eine tr










; : : : ; x
(r+1)k
) nach Denition von k. Gem































. Haben alle F
q










(T ) gleich Null.












Wir diskutieren nun F
q
-rationale Stellen mit verzweigten oder tr

agen
Erweiterungen in einer Klasse rekursiv denierter T

urme.



























ur alle k  1. Wir sagen auch, P ist total
verzweigt in T =F
0
.
Bemerkung 3.1.4 Man beachte, da diese Denition von total verzweigten
T













ur ein Polynom g(x) vom Grad m; gcd(m; q) = 1; mit g(0) = 0 und mit nur
einfachen Nullstellen. Dann sieht man leicht, da T =F
0
ein total verzweig-
ter Turm ist; denn zun

achst deniert die Gleichung 3.1 nach Lemma 2.2.1






























komplett in T =F
0
. Aus der Hasse-Weil-Schranke folgt nun, da ein
F < T existiert mit g(F ) > 1. Somit ist T ein Turm. Nach der Theorie




verzweigten Stellen total ver-
zweigt. Da die Stelle P
0
total verzweigt ist in T =F
0
, ist T =F
0
total verzweigt.







































verzweigt total in T =F
0
g:

























































ur alle Q 2 P
F
j
; j  k; mit QjP , da x
j











maximal, so da gcd(e
0
;m) = 1. Nun k

onnen
wir ein s 2 Z w











P . Wir setzen e
1























)). Nach Abhyankars Lemma ist nun
gcd(e
1




. Weiter ist gcd(e
2
;m) = 1, da x
j
(Q) 2 Z f

ur




));m) = 1, und die Stelle Q ist total




(Q) 2 Z gilt.
28





(P ) 2 Z existieren, gibt
es eine Zahl r, so da f











uber P total verzweigen in T =F
k+r
. Somit erhalten wir mit































Wir sind nun in der Lage, das folgende allgemeine Resultat zu beweisen:













(T ) > 0() T zerf

allt komplett.
Beweis: Die Richtung (= ist gerade Satz 1.1.11. Um die andere Rich-














achst zeigen wir die folgende Behauptung:
(y) Sei R eine F
q
-rationale Stelle in F
nr
















Wir betrachten die F
q




). Da T rekursiv















age ist oder verzweigt ist. Nach Korollar 2.1.4













) 2 Z. Da jede ver-
zweigte Stelle P

mit  2 Z in T =F
0






Sei nun " > 0. Wir w

ahlen ein k 2 N, so da f

ur ein s 2 N gilt










) die Menge der F
q





















































































































































ahlter algebraischer Abschlu von F
q
.
Ein rekursiv denierter zahmer und gerader Turm T ist h

ochstens dann
asymptotisch gut, wenn sein F -Geschlecht endlich ist. Wir zeigen nun, da
dieses nur dann der Fall sein kann, wenn der Verzweigungsort von T mit


























(T ) <1, so gilt V
F
0




Beweis: Wir betrachten den Turm T




























(T ) n V
E
0
(S). Dann existiert (f

ur ein

















(S), existieren dann nach Korollar








verzweigte Stellen, an denen die Funktion
x
1







verzweigte Stellen von F
k+s
, an denen die Funktion x
s
den Wert  annimmt.
Somit k

onnen wir den Grad der Dierente absch

atzen (indem wir die
Transitivit













































































ur alle k  0. Daher ist 
F
0
(T ) = 
E
0




(T )  V
E
0
(S) angewandt auf den dualen Turm S. 
Alle bekannten asymptotisch guten zahmen T

urme haben einen endli-
chen Verzweigungsort V
F
(T ). Daher scheint es sinnvoll, T

urme mit end-










die durch eine Kummer-Gleichung deniert sind:











mit 0 2 S
0
. Weiter sei f(t) 2 F
q
[t]
ein Polynom, dessen LeitkoeÆzient eine m-te Potenz in F
q














(0) 6= 0 und gcd(d;m) = 1.
2. deg f(t) = m.
3. F
















rekursiv einen asymptotisch guten Turm.
H.W. Lenstra hat gezeigt, da das obige Theorem nicht verwendet wer-



















at erweist sich auch in einem anderen Zusam-
menhang als hilfreich, n

amlich wenn man den exakten Verzweigungsort f

ur
durch eine Kummer-Gleichung rekursiv denierte T

urme berechnet.










= g(x) 2 F
q
[x] mit deg g(x) = m und gcd(m; q) = 1:






(0) 6= 0 und gcd(d;m) = 1. Der Turm T
habe einen endlichen Verzweigungsort V
F
0
























wobei a den LeitkoeÆzienten von g(x) bezeichnet und g
0
(x) die formale Ab-
leitung von g(x) ist.







































. Um die andere Inklusion zu zeigen, zei-







(T ). Die Behauptung gilt f

ur n = 0, da
gcd(d;m) = 1. Sei nun die Behauptung richtig f
























. Nach Induktionsvoraussetzung existiert
f






) > 1. Da T rekursiv de-






































. Da gcd(d;m) = 1 gilt, ist f













; : : : ; x
k+1








; : : : ; x
s
). Insbesonde-








































achstes zeigen wir, da die linke Seite der Gleichung 3.2 die rechte




eine Nullstelle der linken Seite. Ist  = 0, so ist











(T ) mit 
m








a dem ersten Teil des Beweises, und  ist Nullstelle der rechten Seite.
Die Vielfachheit von  in g(x)    ist h

ochstens um eins gr

oer als die
Vielfachheit von  in g
0
(x).
Vergleich der Grade und der LeitkoeÆzienten in 3.2 liefert nun die Be-
hauptung. 
Bemerkung 3.2.4 Aus dem ersten Teil des Beweises von Lemma 3.2.3
folgt insbesondere, da (unter den Voraussetzungen von 3.2.3) f

ur jedes


























Wir werden das obige Lemma in Kapitel 4 verschiedentlich verwenden.
In rekursiv denierten

uber F zahmen und total verzweigten T

urmen
mit endlichem Verzweigungsort ist es m

oglich, das exakte F -Geschlecht und
die exakte F -Zerf

allungsrate zu berechnen, falls man den Verzweigungsort
und die Anzahl komplett zerfallender Stellen kennt.
F
















) := fP 2 P
F
0

























































































wobei sich die Summen




















der \Korrekturterm" aus der obigen Dierenz (die zweite Summe er-
streckt sich dabei wieder

























Beweis: Da der Verzweigungsort endlich ist, k

onnen wir nach geeigneter
Konstantenk

orpererweiterung davon ausgehen, da nur Stellen vom Grad








[f1g, bezeichnen wir weiterhin die Nullstelle von x
0
 





Beispiel 3.2.6 Wir betrachten den Turm T
2
aus der in Kapitel 2.2 f

ur den
Fall q = 9 angegebenen Tabelle. Es sei w ein primitives Element von F
9
,
das der Gleichung w
2
+ 2w + 2 = 0 gen

















gegeben (dabei bezeichnet P

die Nullstelle von x
0


















































-Geschlecht (nach der Hurwitzschen Geschlechts-


































































































In diesem Kapitel diskutieren wir zahme T







+ c mit a; b; c 2 F

q
und gcd(m; q) = 1 (4.1)
rekursiv deniert sind. Diese Gleichungen sind von Interesse, da sie bekann-
termaen eine Reihe asymptotisch guter T

urme denieren.
4.1 Konstruktion von Fermat T

urmen
















urme deniert werden. Damit k

onnen wir angeben, unter welchen
Bedingungen [10, Hypothesis (A)] erf

ullt ist.





+ c mit a; b; c 2 F
q
und (q;m) = 1 (4.2)






achst a; b; c 2 F

q

























+ : : : (4.3)









. Daher ist f



























(y) verzweigen genau die Nullstellen von y  mit
35
m
= c, und zwar jeweils vom Index m. Es folgt somit aus Gleichung 4.3,








(x; y) total verzweigt und
nicht Nullstelle von a(y + b)
m
+ c ist.





orper von F ist.







orpererweiterung komplett in F zerf

allt. Daher ist




ur wachsendes k nicht beschr

ankt, und












Ist a = 0 oder c = 0, so ist F ganz oensichtlich endlich erzeugt. Der
Fall b = 0 wurde in Beispiel 2.1.1 diskutiert. 
Das obige Theorem nehmen wir zum Anla f

ur die folgende Denition:














+ c mit a; b; c 2 F

q
und (m; q) = 1:
Dann heit F ein Fermat-Turm.
Bemerkung 4.1.3 Der zu einem Fermat Turm F duale Turm E ist wieder










Die bislang bekannten asymptotisch guten Fermat T

urme lassen sich in
zwei Klassen unterteilen (vgl. u.a. [10]).
Theorem 4.1.4 (Norm Fermat Turm) Es sei l eine Potenz der Charak-
teristik von F
q
, und sei q = l
r





+ c mit a; c 2 F

l


















Beweis: Der Exponent m := (q   1)=(l   1) von Gleichung 4.4 deniert












g. Da a 2 F
l
eine m-te Wurzel in F
q
ist,

























mit r  1 und l > 2. Weiter sei
r  0 (mod 2) oder l  0 (mod 2):





+ 1 mit b 2 F

l












Beweis: Die Kongruenz r  0 (mod 2) (bzw. l  0 (mod 2)) stellt
sicher, da a =  1 eine (l  1)-te Potenz in F
q
ist. Damit folgt das Resultat
















ten Norm Fermat T

urmen F bestimmen. Wir gehen dabei in zwei Schritten
vor. Zun






anschlieend bestimmen wir den exakten Grenzwert von F .









total verzweigt ist in F=F
0
. Dieses ist genau dann der Fall,
wenn ab
m
+ c = 0 gilt.
F











+ c mit a; c 2 F
l




+ c = 0 (4.5)
denierter Fermat Turm.





: : :+ l + 1 f



























< : : : < s
t


























< : : : < s
t
 s  1 oder k = 0:
0; sonst:
Beweis: Wir beweisen die erste Behauptung durch Induktion

uber s















ur s = 1 gilt (x+ 1)
m 1
= 1.
Sei nun die Behauptung richtig f



























































Die zweite Behauptung erhalten wir nun durch Multiplikation von (x+
1)
m 1





ur die Fermat Gleichung o.B.d.A. b = 1 annehmen, indem



























   in F
0
.
Lemma 4.2.2 Es sei F ein rekursiv durch Gleichung 4.5 denierter Fermat

















































































+ : : :+ x+ 1) + c  ):




























































Also erhalten wir t  0 (mod p) und t > l   1. F

ur alle 0 6=  2 T






















achtigkeit 1 + (t  1)m  1 + (l   1)m = q. 
Wir erhalten nun f








urmen das folgende Resultat.
Theorem 4.2.3 Der exakte Grenzwert eines durch Gleichung 4.5 denier-





Beweis: Es bezeichne a
i
den durch Gleichung 3.3 eingef

uhrten Korrek-





































































Ozbudak und Thomas dieses




urme mit unendlichem Verzweigungs-
ort





men zeigen, da sie asymptotisch gut sind. Zugleich scheint es ebenfalls
schwierig zu zeigen, da f

ur andere Fermat Gleichungen die resultierenden
T







Im folgenden wollen wir einen Fermat Turm mit unendlichem Verzwei-







urme ein allgemeines Kriterium f

ur den Grad der Fermat Gleichung
angeben, damit der resultierende Turm einen endlichen Verzweigungsort hat.
Wir

ubernehmen dabei die in Lemma 3.2.3 eingef

uhrte Notation.
Satz 4.3.1 Sei char F
q






rekursiv denierte Turm F=F
q
einen unendlichen Verzweigungsort.




. Angenommen jT j = t <1.
Dann ist nach Lemma 3.2.3























. Dann folgt aus




= 1. Aus der rechten Seite folgt
a
2t
= 2t, also ist 2t  1 (mod p). Insbesondere gilt t 6 0 (mod p) und
t  1 6 0 (mod p). F

ur den KoeÆzienten a
2t 1



















im Widerspruch zu der Annahme. 
Bemerkung 4.3.2 Die oben diskutierte Gleichung 4.6 unterscheidet sich
nur durch Multiplikation der rechten Seite mit -1 von der in Beispiel 1.2.6
diskutierten Gleichung, die rekursiv einen asymptotisch guten Turm de-
niert.
40
Falls der Grad der Fermat Gleichung echt gr

oer als zwei ist und der




, ergibt sich aus der Forderung









+ c mit m > 2 und ab
m
+ c = 0:
Ist der Verzweigungsort V
F
0
(F) von F endlich, so ist m  1 (mod p).
Beweis: Wegen ab
m












































































































KoeÆzientenvergleich (beim Exponenten (t  1)m) ergibt:
(t  1)m   1 (mod p)
(man beachte, da (t 2)m+1 < (t 1)m ). Im Fall p = 2 ist die Behauptung
trivial. Im Fall p 6= 2 ergibt ein Vergleich der KoeÆzienten beim Exponenten


















 1 (mod p)




 0 (mod p)
, m  1 (mod p):

Bemerkung 4.3.4 Obwohl wir in Satz 4.3.1 und Theorem 4.3.3 zeigen
konnten, da viele Gleichungen zu Fermat T

urmen mit unendlichem Ver-
zweigungsort f




















ur relativ unverzweigte T












T endliches F -Geschlecht. Genauer gilt: Ist T unverzweigt

uber F , so ist

F
(T ) = g(F )   1:
Beweis: Die Behauptung folgt direkt aus der Hurwitzschen Geschlechts-




eine Darstellung von T mit F
0


























= g(F )  1:












(T ) > 0.
iii) Es existiert mindestens eine F
q













ii)( iii): Gilt nach Satz 1.1.11.
42
ii) ) iii): Da der Turm relativ unverzweigt ist, zerf

allt genau dann keine
F
q
-rationale Stelle komplett in T , wenn jede F
q





age Erweiterung in T besitzt (gem

a Korollar 2.1.4). Damit folgt das
Theorem aus Korollar 3.1.2. 
Weiter erhalten wir f

ur den Grenzwert:




. F < T sei ein Funktionenk





g(F )   1
;
wobei t die Anzahl der

uber F komplett zerfallenden Stellen bezeichnet.
5.2 Asymptotisch gute relativ unverzweigte T

urme










falls q  1 (mod 4):














achst diskutieren wir ein Kriterium, das sicherstellt, da die oben-
stehende Gleichung rekursiv einen nicht endlich erzeugten K

orper deniert.
Lemma 5.2.1 Die Gleichung (5.1) hat als Fixpunkte gerade die von 1 ver-






Beweis: Ausmultiplizieren von Gleichung (5.1) und Multiplizieren der
Gleichung mit x  1 liefert das Ergebnis. 
Lemma 5.2.2 Falls f









n f1g die folgende Bedingung gilt:
F













a dem Theorem von Kummer und Lemma 5.2.1 besitzt
die Stelle P mit x
0













) = ! f

ur ! 2 F

q







) = . Nach dem Tr

agheitskriterium (Satz 2.3.1) ist T nicht endlich































eine primitivem-te Einheitswurzel enth

alt,





























































was die Behauptung beweist. 







potenzen zeigen, da Gleichung 5.1 rekursiv nicht endlich erzeugte K

orper







=  (mod P ) f

ur einen Fixpunkt  wie in
Lemma 5.2.1 beschrieben. Ausgehend von einem Fixpunkt  wurden dann
gem








achst alle Folgen von der L

ange 2, dann Folgen der L

ange 3 gete-
stet, bis eine Folge gefunden wurde, die der Bedingung () aus Satz 2.3.1
gen

ugt. Die Ergebnisse sind in den folgenden Tabellen aufgelistet. Dabei






uber dem gerechnet wurde. Die Null-








aus Bedingung () in Satz 2.3.1 herangezogen werden (f

ur eine
geeignete Erweiterung des Konstantenk

orpers, vgl. Bemerkung 2.3.2). Die




urzesten Folge zwischen einem Fixpunkt
und einer der in der zweiten Spalte angegebenen Nullstellen an. In allen un-





























































































































































































Lemma 5.2.3 Es sei F := K(x; y) durch Gleichung (5.1) deniert.
1.





und die Polstelle von x in F , jeweils vom Index m.
2.

Uber K(y) verzweigen genau die Nullstellen von y   ;  2 F

q
, in F ,
jeweils vom Index m.
Beweis: Es sind F=K(x) und F=K(y) Kummererweiterungen (im zwei-
ten Fall substituieren wir z = x=(x   1)). Nun folgen die Behauptungen















Im folgenden setzen wir voraus, da die Gleichung 5.1 rekursiv einen
nicht endlich erzeugten K









die Nullstelle von x
0






Satz 5.2.4 Sei T rekursiv deniert durch Gleichung (5.1).









verzweigen genau die Stellen





Beweis: Wir zeigen zun







de Stelle. Dann verzweigt P := Q \ K(x
1







(P ) =  2 F

q
n f1g. Dann verzweigt P in F
1
vom Index m, und nach Abhyankars Lemma ist Q unverzweigt in F
2
. Also
ist P eine Polstelle von x
1
. Wiederum nach Abhyankars Lemma verzweigt




vom Indexm. Die Polstellen von x
1
sind gerade die Stellen






abe ein Q 2 P
F
2
, das in T verzweigt. Dann hat Q eine





ur ein j  2, so da R in F
j+1
verzweigt. Analog zum
ersten Teil des Beweises sieht man, da R eine Polstelle von x
j
sein mu.
Dann ist aber x
j 1
(R) = 1 und nach Abhyankars Lemma ist R unverzweigt
in F
j+1
(da j  2), ein Widerspruch. 
Satz 5.2.5 Das F
2

































































Damit folgt die Behauptung aus Theorem 5.1.1. 














allt Q in T =F
2
komplett.




















achst den Fall 2 6 jq:
46
1. Sei  2 F

q










































-rationale Stellen (vgl. Satz
5.2.4 und Gradformel).





















+ : : :+ x
0
+ 1   1 (mod P
0
):






















eine total verzweigte Stelle Q (vgl. Satz 5.2.4). Jede dieser Stellen
Q zerf

























) =  2 F

q
. Wir betrachten zun

achst den Fall  6= 1.
Dann zerf















































-rational sind, wenn q  3 (mod 4)



























(z   x)  n gilt.












= 1 + t
m







































































































































ist eine m-te Potenz in F
q
m




ist. Es ist 
q
=   und 
q
2






Nun ist  eine m-te Potenz in F
q
m






















, wenn q  3 (mod 4) ist.
Der Fall 2jq verl










































), was aus der obigen Diskussion folgt.
Nach Korollar 2.1.4 zerf






















Beweis: Die Behauptung folgt mit Theorem 5.1.3 aus Korollar 5.2.7 und
Satz 5.2.5. 
Bemerkung 5.2.9
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